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مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی

بگلو اکبر ابراهیم

تبریز فرهنگیان دانشگاه

١٣٩٨ اسفند ٢۴
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قضیه
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اثبات

لم
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xn − ١ = (x− ١)
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داریم: باشد، x = a
b اگر حال
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اثبات ادامه ی

کنید: تعریف زیر بصورت را X مجموعه ی
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اثبات ادامه ی

کنید: تعریف زیر بصورت را X مجموعه ی

X = {x ∈ R |x > ٠ و xn < a}

٣۶ / ٧ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اثبات ادامه ی

کنید: تعریف زیر بصورت را X مجموعه ی

X = {x ∈ R |x > ٠ و xn < a}
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X بودن ناتهی

میکنیم ادعا

x٠ =
a

a+ ١
∈ X
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میکنیم ادعا

x٠ =
a

a+ ١
∈ X{

٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < a < a+ ١ ⇒ ٠ <

a

a+ ١
< ١.

{
٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < ١ < a+ ١ ⇒ ٠ <

١
a+ ١

< ١

⇒ ٠ <
a

a+ ١
< a.

نتیجه

(
a

a+ ١
)n = (

a

a+ ١
)n−١ · ( a

a+ ١
) < (١)n−١(

a

a+ ١
) =

a

a+ ١
< a.

.x٠ ∈ X و بوده (x٠)
n < a نتیجه در

٣۶ / ١٠ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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X بودن ناتهی

میکنیم ادعا

x٠ =
a

a+ ١
∈ X{

٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < a < a+ ١ ⇒ ٠ <

a

a+ ١
< ١.

{
٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < ١ < a+ ١ ⇒ ٠ <

١
a+ ١

< ١ ⇒ ٠ <
a

a+ ١
< a.

نتیجه

(
a

a+ ١
)n = (

a

a+ ١
)n−١ · ( a

a+ ١
) < (١)n−١(

a

a+ ١
) =

a

a+ ١
< a.

.x٠ ∈ X و بوده (x٠)
n < a نتیجه در
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X بودن ناتهی

میکنیم ادعا

x٠ =
a

a+ ١
∈ X{

٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < a < a+ ١ ⇒ ٠ <

a

a+ ١
< ١.

{
٠ < a
٠ < ١ ⇒ ٠ < ١ < a+ ١ ⇒ ٠ <

١
a+ ١

< ١ ⇒ ٠ <
a

a+ ١
< a.

نتیجه

(
a

a+ ١
)n = (

a

a+ ١
)n−١ · ( a

a+ ١
) < (١)n−١(

a

a+ ١
) =

a

a+ ١
< a.

.x٠ ∈ X و بوده (x٠)
n < a نتیجه در
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x∈X(x < a+ ١)
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠

⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n

= (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١)

> (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١)

> a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس
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X داشتن بالا کران

میکنیم ادعا
∀x ∈ X(x < a+ ١)

خلف) (فرض نباشد اینگونه اگر

x ≥ a+١ > ٠ ⇒ xn ≥ (a+١)n = (a+١)n−١(a+١) > (١)n−١(a+١) > a.

است. تناقض a+ ١ > a که
است. X مجموعه ی برای بالا کران یک a+ ١ پس

٣۶ / ١٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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تمامیت موضوع اصل

است. بالایی کران کوچکترین دارای ،R کراندار بالا از و تهی غیر مجموعه ی زیر هر

٣۶ / ١٣ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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تمامیت موضوع اصل

است. بالایی کران کوچکترین دارای ،R کراندار بالا از و تهی غیر مجموعه ی زیر هر

.b = supX میکنیم فرض است. بالا کران کوچکترین دارای X تمامیت، اصل طبق نتیجه در

٣۶ / ١۴ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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.bn = a می کنیم ادعا

٣۶ / ١۵ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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.bn = a می کنیم ادعا
بود: خواهد ممکن زیر دوحالت از یکی تنها تثلیث اصل طبق نباشد، اینگونه اگر چراگه

bn < a یا a < bn.

٣۶ / ١۶ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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.bn = a می کنیم ادعا
بود: خواهد ممکن زیر دوحالت از یکی تنها تثلیث اصل طبق نباشد، اینگونه اگر چراگه

bn < a , a < bn.

نیست. ممکن دوحالت این از یک هیچ میکنیم ثابت

تثلیث موضوع اصل

است ممکن زیر حالات از یکی تنها ،R در y و x هر بازای

x < y , x = y , y < x.
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نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت

٣۶ / ١٨ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت
بگیرید. نظر در را h > ٠

٣۶ / ١٩ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت
داریم بگیرید. نظر در را h > ٠

(b+ h)n − bn =

((b+ h)− b)
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ bn−١)

٣۶ / ٢٠ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت
داریم بگیرید. نظر در را h > ٠

(b+ h)n − bn = ((b+ h)− b)
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ bn−١)
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نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت
داریم بگیرید. نظر در را h > ٠

(b+ h)n − bn = ((b+ h)− b)
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ bn−١)

= h
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ (b+ h)bn−٢ + bn−١)

٣۶ / ٢١ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

نیست. برقرار bn < a حالت می کنیم ثابت
داریم بگیرید. نظر در را h > ٠

(b+ h)n − bn = ((b+ h)− b)
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ bn−١)

= h
(
(b+ h)n−١ + (b+ h)n−٢b+ · · ·+ (b+ h)bn−٢ + bn−١)

نتیجه در .b < b+ h و بوده ٠ < h طرفی از

(b+ h)n − bn < h(n(b+ h)n−١)
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میگیریم: h < ١ ابتدا در

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١)

٣۶ / ٢٣ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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میگیریم: h < ١ ابتدا در

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١)

h <
a− bn

n(b+ ١)n−١ . سپس

٣۶ / ٢۴ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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میگیریم: h < ١ ابتدا در

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١)

داشت: خواهیم نتیجه در h <
a− bn

n(b+ ١)n−١ . سپس

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١) <
a− bn

n(b+ ١)n−١ · n(b+ ١)n−١ < a− bn

یعنی
(b+ h)n − bn < a− bn ⇒ (b+ h)n < a

٣۶ / ٢۵ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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میگیریم: h < ١ ابتدا در

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١)

داشت: خواهیم نتیجه در h <
a− bn

n(b+ ١)n−١ . سپس

(b+ h)n − bn < h(n(b+ ١)n−١) <
a− bn

n(b+ ١)n−١ · n(b+ ١)n−١ < a− bn

یعنی
(b+ h)n − bn < a− bn ⇒ (b+ h)n < a

b < b+ h و b = supX چراکه نیست ممکن چیزی وچنین

نکته
داشت: خواهیم آخر در

h < min{١,
a− bn

n(b+ ١)n−١ }

٣۶ / ٢۶ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. ممکن a < bn حالت که می کنیم ثابت اکنون

٣۶ / ٢٧ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. ممکن a < bn حالت که می کنیم ثابت اکنون

bn − (b− h)n = (b− (b− h))
(
bn−١ + bn−٢(b− h) + · · ·+ (b− h)n−١)

٣۶ / ٢٨ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

نیست. ممکن a < bn حالت که می کنیم ثابت اکنون

bn − (b− h)n = (b− (b− h))
(
bn−١ + bn−٢(b− h) + · · ·+ (b− h)n−١)

bn − (b− h)n < h(n(b)n−١)

داریم: h <
bn − a

nbn−١ باانتخاب حال

h(n(b)n−١) <
bn − a

nbn−١ · nbn−١ = bn − a

٣۶ / ٢٩ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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نیست. ممکن a < bn حالت که می کنیم ثابت اکنون

bn − (b− h)n = (b− (b− h))
(
bn−١ + bn−٢(b− h) + · · ·+ (b− h)n−١)

bn − (b− h)n < h(n(b)n−١)

داریم: h <
bn − a

nbn−١ باانتخاب حال

h(n(b)n−١) <
bn − a

nbn−١ · nbn−١ = bn − a

پس
bn − a > bn − (b− h)n

یعنی
(b− h)n > a

نیست. ممکن چیزی چنین که

٣۶ / ٣٠ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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.

است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجود n-ام ریشه پس

٣۶ / ٣١ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجو n-ام ریشه پس
خواهیم تثلیث اصل طبق صورت این در باشند. a متمایز n-ام ریشه های b٢ و b١ کنید فرض

داشت:
b١ < b٢, b٢ < b١.

٣۶ / ٣٢ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجو n-ام ریشه پس
خواهیم تثلیث اصل طبق صورت این در باشند. a متمایز n-ام ریشه های b٢ و b١ کنید فرض

داشت:
b١ < b٢, b٢ < b١.

.b٢ < b١ کنیم فرض

٣۶ / ٣٣ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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.

است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجو n-ام ریشه پس
خواهیم تثلیث اصل طبق صورت این در باشند. a متمایز n-ام ریشه های b٢ و b١ کنید فرض

داشت:
b١ < b٢, b٢ < b١.

b٢
n < b١

n اینصورت در .b٢ < b١ کنیم فرض

٣۶ / ٣۴ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجو n-ام ریشه پس
خواهیم تثلیث اصل طبق صورت این در باشند. a متمایز n-ام ریشه های b٢ و b١ کنید فرض

داشت:
b١ < b٢, b٢ < b١.

چراکه نیست. ممکن چیزی چنین که b٢
n < b١

n اینصورت در .b٢ < b١ کنیم فرض
b٢

n = a = b١
n.

٣۶ / ٣۵ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم
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است. منحصربفرد n-ام ریشه که میکنیم ثابت حال دارد. وجو n-ام ریشه پس
خواهیم تثلیث اصل طبق صورت این در باشند. a متمایز n-ام ریشه های b٢ و b١ کنید فرض

داشت:
b١ < b٢, b٢ < b١.

چراکه نیست. ممکن چیزی چنین که b٢
n < b١

n اینصورت در .b٢ < b١ کنیم فرض
در n-ام ریشه ی بنابراین نیست. ممکن b١ < b٢ که میشود ثابت همینطور و b٢

n = a = b١
n.

است. بفرد منحصر وجود صورت
پایان.

٣۶ / ٣۶ ١٣٩٨ اسفند ٢۴ مثبت حقیقی اعداد n-ام ریشه ی بررسی تبریز) فرهنگیان (دانشگاه بگلو اکبر ابراهیم


